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Resumen

En el articulo se analizan las diferentes soluciones que un grupo de 15 profesores de matematicas
propuso para resolver un problema rutinario de aritmética, con el objetivo de identificar qué
elementos especificos puede aportar el uso de tareas con multiples soluciones para la formacién
y actualizacién docente. La posicién tedrica que sustenta este trabajo tiene como elemento
fundamental la identificacién y discusién de rutas de soluciéon para fortalecer el conocimiento
matematico y didactico de los profesores, y favorecer el desarrollo de una postura critica
respecto a su practica profesional.

Palabras clave: Procesos de aprendizaje, resolucion de problemas, formacién de profesores.

Abstract

This paper analyzes the different solutions proposed by a group of 15 mathematics teachers to a
routine arithmetic problem, with the aim of identifying the contribution provided by multiple-
solution tasks in the training and continuing education of teachers. The theoretical background
of this work is based on the identification and discussion of solution routes to strengthen
teachers’ knowledge of mathematics and didactics, in addition to promoting a critical approach
to their professional practice.
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l. Introduccién

La forma en que los profesores conceptualizan a las matemaéticas y su aprendizaje determina el
tipo de actividades que emplean en el aula, asi como los medios o0 mecanismos de evaluacién. Por
otra parte, las actividades o tareas moldean las caracteristicas del conocimiento que los
estudiantes construyen (Stein y Smith, 1998; Silver, Ghousseini, Gosen, Charalambous y Font-
Strawhun, 2005), al influir en la estructuracién de sus formas de pensar y su visién de lo que
significa hacer matemaéticas (Henningseny Stein, 1997).

Las aproximaciones didacticas tradicionales generalmente enfatizan la memorizacién y el
desarrollo de habilidades algoritmicas y procedimentales; sin embargo, en las Ultimas décadas se
ha intentado promover una aproximacién dindmica y exploratoria de las matematicas (Romberg,
1994) que conlleva conceptualizar el aprendizaje como una actividad durante la cual los
estudiantes tienen oportunidades para discutir y defender sus ideas, formular y justificar
conjeturas, establecer conexiones entre conceptos, y explorar relaciones, comunicar resultados y
disefar sus propios problemas. Esto va acorde con los principios del pensamiento matemdtico
que impulsan el desarrollo de la disciplina (National Council of Teacher of Mathematics, 2000;
Santos-Trigo, 2007).

Desde esta perspectiva dindmica, una de las metas del proceso de instruccién es que los
estudiantes entiendan las ideas matematicas, lo que incluye dar sentido y significado a los
conceptos, asi como desarrollar habilidades para implementar algoritmos y procedimientos.
Durante el aprendizaje de una técnica existen componentes que contribuyen al entendimiento
de los conceptos involucrados en ella, y a su vez la actividad tedrico-conceptual es parte integral
del proceso de actualizacion de los procedimientos, incluso de aquellos que se han automatizado
(Kieran, 2013).

El entendimiento es importante, ya que entender un concepto, idea o resultado, podemos usarlo
de manera flexible, adaptarlo para enfrentar situaciones problemaéticas y emplearlo como base
para aprender cosas nuevas (Hiebert et al., 1997). El entendimiento es una idea compleja, en
constante cambio y crecimiento, y por tal razén existen diversos grados de “dominio” de un
conocimiento, aun con respecto a hechos simples (Schoenfeld, 1985). Por ejemplo, un nivel
basico de entendimiento de la ecuacién a’+b’=c? (ecuacién de Pitigoras) pudiera consistir en
identificar que se trata de una ecuacién cuadratica en tres variables; otro nivel de entendimiento
incluye encontrar triadas de nimeros enteros que la satisfacen, por ejemplo (3, 4, 5) vy (6, 8, 10).
Otro nivel mas avanzado pudiera requerir encontrar un método para generar triadas pitagéricas,
darle un sentido geométrico a la ecuacién o llegar incluso a su estudio en estructuras algebraicas
que generalizan a los nimeros enteros.

En el presente trabajo se argumenta que entender algo significa determinar cémo ese algo se
conecta y estructura con otros conocimientos al abordar y resolver problemas (Hiebert et al,,
1997; Fennema y Romberg, 1999). Entre mas conexiones relevantes puedan establecerse y
justificarse entre una idea y otros conocimientos previos, se tendrd un mayor nivel de
entendimiento de esa idea. En este contexto, las tareas con multiples soluciones (Tms) (Leikin,
2010), son una herramienta Util para explorar el proceso de construccién de niveles progresivos
de entendimiento conceptual y de un pensamiento critico (Leikin, 2014); asi como el desarrollo
de flexibilidad mental, representacional y estratégica (Santos-Trigo, 1996; Silver, 1997). Resolver
problemas de diferentes formas es una herramienta efectiva para ensayar perspectivas o puntos
de vista diversos, asi como construir relaciones matematicas que articulen, estructuren vy
unifiguen ideas, representaciones, procedimientos, heuristicas, resultados vy principios
matematicos (Leikin, 2007; Polya, 1945).

Abordar una tarea por diversas rutas, comparar soluciones y construir argumentos para

sustentarlas, son medios para explorar la creatividad de los estudiantes (Silver, 1997; Leikin, 2007,
Leikin y Lev, 2007; Leikin y Levav-Waynberg, 2007), al mismo tiempo que constituyen actividades
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centrales del quehacer matemaético que contribuyen al desarrollo de diferentes niveles de
entendimiento (Polya, 1945; Ma, 2010). Al movilizar e integrar un amplio rango de
representaciones, heuristicas, resultados, procedimientos y principios durante la construccién de
diferentes soluciones, estos elementos se incorporan paulatinamente al repertorio de recursos
de los estudiantes, favoreciendo la integracién de redes de conocimientos estructurados (Silver
et al,, 2005; Ma, 2010).

Para aprovechar las ventajas de las TMS como herramienta didactica se requiere que los
profesores sean capaces de encontrar diferentes caminos para resolver un problema vy
caracterizar las cualidades de cada ruta (Santos-Trigo, 1996). Por ello es importante que las T™Ms
formen parte de las actividades en los programas de formacién de profesores como un medio
para fortalecer el conocimiento necesario para la docencia en matematicas. Explorar multiples
métodos para resolver un problema permite a los profesores ver como diferentes ideas y
recursos se estructuran, mientras que reflexionar sobre las diferencias o similitudes entre los
métodos favorece la comprension de las formas de razonamiento que podrian desarrollar los
estudiantes (Leikin, 2010). La importancia de estos aspectos en la formacién docente radica en
que el profesor debe comprender profundamente las ideas que pretende ensefar y entenderlas
de distintas maneras (Shulman, 2005).

A pesar del potencial didactico de las T™S, la consideracién de diferentes rutas para resolver un
problema es una practica que rara vez se implementa en los salones de clase (Silver et al., 2005), a
excepcidén de paises como China o Japén, donde es una aproximacién didactica comdn (Shimaday
Becker, 1997; Caiy Nie, 2007; Ma, 2010).

En este trabajo se examinan las rutas de soluciéon propuestas por profesores para abordar una
tarea aritmética, la cual se implementd durante un seminario de resolucién de problemas al que
asistieron como parte de un programa de posgrado en educacién matemadtica. La finalidad del
anélisis fue identificar los elementos especificos que puede aportar el uso de las T™Ms durante la
formacion y actualizacién de los docentes de matemaéticas, particularmente en lo que se refiere a
la construccién de conexiones entre ideas o conceptos disciplinares y didacticos.

Existe una extensa literatura en torno al uso de TMs como un medio para favorecer el desarrollo
de entendimiento conceptual. Las T™S se han identificado como un recurso que permite examinar
la creatividad de los estudiantes, al analizar la novedad de las soluciones, asi como la flexibilidad y
fluidez para producirlas (Leikin y Lev, 2007); y como un medio para desarrollar un pensamiento
critico (Leikin y Levav-Waynberg, 2008), formas matematicas de pensar (Polya, 1945) o habitos de
pensamiento (Leikin, 2007). También se ha documentado que las T™s tienen el potencial de
cambiar el discurso del salén de clase e incrementar la calidad de las lecciones de matematicas
(Silver y Kenney, 1995; Yackel y Cobb, 1996).

Al contrastar las practicas de ensefanza en diferentes paises, Stigler y Hiebert (1999) observaron
que en los Estados Unidos se privilegia encontrar la solucién de un problema, mientras que en
Japén o China es comun pedir a los estudiantes buscar distintas formas de resolver problemas.
Los profesores japoneses consideran que las matemadticas estdn conformadas por relaciones
entre conceptos, hechos y procedimientos que se explicitan durante la construccién de las
soluciones, por ello resaltan la importancia de construir y analizar diversos métodos para abordar
una tarea (Shimaday Becker, 1997).

En China, los ambientes de aprendizaje se organizan alrededor de una perspectiva denominada
ensefianza con variacién (Gu, Huang y Marton, 2004), durante la cual aparecen tres tipos de
actividades: 1) un problema, multiples soluciones, cuyo eje es la reflexién sobre las fortalezas y
limitaciones de cada aproximacién; 2) un problema multiples cambios, donde los estudiantes
modifican las condiciones iniciales del problema para buscar extensiones o generalizaciones y 3)
multiples problemas, una solucién, que consiste en buscar métodos Utiles para resolver familias
de problemas que comparten una estructura profunda (Santos-Trigo, 1997).
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Aungue es posible implementar T™s desde el nivel prescolar (Tsamir, Tirosh, Tabach y Levenson,
2010), los profesores de matemaéticas pocas veces las utilizan como herramienta de instruccién
(Stigler y Hiebert, 1999), debido a que ellos mismos tienen poca habilidad para encontrar
diferentes rutas (Ma, 2010) o privilegian la implementacién de estrategias especificas durante la
solucién de problemas (Santos-Trigo, 1996). Se ha obtenido evidencia de que los profesores no
valoran el encontrar diferentes soluciones a un problema y tienen dificultades para evaluar la
validez de aquellas propuestas por los estudiantes (Bingolbali, 2011), por lo que, generalmente,
son reacios a resolver problemas por diferentes rutas en el salén de clases (Leikin y Levav-
Waynberg, 2007).

[l. Método

Los datos de esta investigacion se recolectaron durante un seminario de resoluciéon de problemas
que tuvo una duracién de 12 semanas y en el cual participaron 15 profesores que laboraban en
diversos niveles educativos (primaria, secundaria y bachillerato), quienes contaban con una
experiencia docente entre uno y 20 anos de servicio. En las primeras semanas del seminario se
discutieron aspectos bdasicos del marco de resolucién de problemas, incluyendo la
conceptualizacion de las matemaéticas como la ciencia de los patrones (Steen, 1988), las cuatro
fases por las que se transita al resolver un problema (Polya, 1945), las variables que influyen en el
proceso de resolucion de problemas (Schoenfeld, 1985) y aquellas que caracterizan a los salones
de clase que promueven el entendimiento (Hiebert et al., 1997), ademas de la idea de conformar
comunidades de aprendizaje como mecanismo para favorecer el desarrollo de una disposicién
matematica (Schoenfeld, 1992; Santos-Trigo, 2007).

En forma paralela a la discusién tedrica se propusieron tareas que los profesores abordaron en
ambientes de papel y dpiz. La tarea que se analiza en este articulo puede resolverse por
diferentes rutas y es un problema bien estructurado, porque incluye la informacién necesaria
para resolverlo sin que los datos sean superfluos, contradictorios o redundantes (Polya, 1945). El
enunciado de la tarea es el siguiente:

Emilia quiere llenar un tanque para su tortuga con 4 cubetas de agua. En cada viaje Emilia
llena la cubeta en una fuente y camina hacia el tanque, pero en el camino derrama 4 del
contenido de la cubeta. ;Cudntos viajes tiene que hacer para llenar el tanque? (Rubio,
2006, p. 13)

Esta tarea se eligié con la intencién de maximizar la posibilidad de que los profesores generaran
multiples métodos de solucién y reflexionaran acerca de los aspectos cognitivos involucrados en
las soluciones, lo cual no siempre ocurre cuando los contenidos son un poco mds avanzados,
incluso al nivel del curriculo de bachillerato. La recoleccién de datos se llevd a cabo mediante la
grabacién en video de la exposicién de las soluciones a los problemas, la toma de notas de
campo. Después de haber resuelto el problema y expuesto ante el grupo la ruta de solucién, los
profesores reflexionaron acerca de las caracteristicas de cada ruta con la finalidad de elaborar un
reporte escrito.

El analisis de los datos se llevé a cabo en dos fases. En la primera fase se identificaron las
diferentes rutas de solucién, para caracterizar el espacio de soluciones (Leikin, 2007). Se
consideré que dos soluciones son diferentes si se basan en diferentes representaciones o
propiedades de los conceptos u objetos matematicos involucrados (Leikin, 2011). Las soluciones
se examinaron individualmente con respecto a las estrategias, representaciones y justificaciones.
En la segunda fase se revisaron los reportes escritos para identificar secciones de texto en las que
se reflejara algdn impacto sobre el conocimiento disciplinar o didactico, a partir de tres categorias
de andlisis en torno a conexiones: 1) entre representaciones, 2) entre conceptos matematicosy 3)
entre aspectos didacticos.
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[1l. Resultados

En términos generales, aparecieron tres tipos de estrategias de solucién con base en las
representaciones utilizadas: numéricas, graficas y combinacion de representaciones.

1. Solucién aditiva apoyada en representaciones numéricas y la idea de complementar. Se elaboré
una tabla para registrar la cantidad de agua que se llevd al tanque al realizar cuatro viajes (figura
1). Posteriormente se identificaron los viajes necesarios para completar las cuatro cubetas. Esta
solucién utilizd la adicién de fracciones organizadas en una tabla que permitié llevar un registro
de los viajes, ademés de poner en juego la idea de complementar una suma parcial.

Figura 1. Estrategia aditiva apoyada en representaciones numéricas

2. Suma repetida. Se determind el nimero de tercios de cubeta necesarios para llenar el estanque
y posteriormente se sumaron mentalmente de forma repetida dos tercios, hasta obtener un total
de 12 tercios.

3. Consideracién de un caso particular. Se asigné una capacidad especifica para la cubeta que fuera
facilmente divisible por 3 (900 mililitros). Posteriormente se calculd la cantidad de agua
transportada en cada viaje (2/3*900=600 ml), la capacidad del estanque (4*900=3600 ml), la
cantidad de agua transportada en cuatro viajes (2,400 ml) y la que faltaba transportar (1,200 ml)
para obtener los viajes faltantes y el total de viajes. Se emplearon representaciones graficas y
numéricas, sin embargo la representacién grafica no apoyd de forma relevante el proceso de
razonamiento (ver figura 2). En esta estrategia se utilizaron ideas aditivas y multiplicativas,
ademas de que las fracciones se interpretaron como operadores (Lamon, 2006).

Figura 2. Caso particular como estrategia para resolver el problema

4. Divisién de fracciones. El profesor considerd que se requieren cuatro cubetas es decir 12/3 de
cubeta para llenar el estanque, entonces para encontrar la cantidad de viajes necesarios para
[lenar el estanque basta con dividir 12/3 entre 2/3 (la cantidad de agua que se transporta en cada
viaje), para obtener la cantidad de viajes que se realizaron.
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5. Distincién entre el agua vertida en el estanque y el agua derramada. Se calculd la cantidad de
cubetas de agua que se vierte al estanque (8/3 de cubeta) y la cantidad de agua derramada (4/3
de cubeta) en cuatro viajes, mediante una multiplicacién de fracciones. Se verificd que la suma de
ambas cantidades es el total de agua requerida. Finalmente, se calcularon los viajes necesarios
para transportar los 4/3 de cubeta faltante y se concluyé que la cantidad de viajes necesarios para
llenar el estanque es 6. Mediante la representacién grafica se identificd Gnicamente el agua que
se vierte en el estanque y se derrama en un viaje (ver figura 3) y el resto del proceso de
razonamiento se basé en el uso de representaciones numéricas.

Figura 3. La representacion gréfica orienta el proceso de razonamiento

6. Estrategia aditiva basada en representaciones grdficas y numéricas. Se dibujaron cuatro
rectdngulos que representan las cubetas necesarias para llenar el estanque, se dividié cada
rectdngulo en tres partes iguales y con base en la representacién gréfica se determind que son
necesarios 12/3 para llenarlo (ver figura 4). Se dibujaron sucesivamente rectdngulos divididos en
tercios, en los que se sombred una de esas tres partes para representar la porcion de agua
derramada en cada viaje, hasta que las partes sin iluminar fueran 12. La estrategia es de tipo
aditivo y el razonamiento se basé esencialmente en la representacién grafica, pero se agregaron
las fracciones que representan las partes no sombreadas, ademés de los digitos del 1 al 6 para
llevar un registro de los viajes realizados.

Figura 4. Estrategia aditiva apoyada en dos diferentes registros de representacién
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7. Incorporacion de supuestos extra-matemdticos. En esta solucién se supuso que se podria utilizar
una barra de madera para transportar cuatro cubetas en un primer viaje, durante el cual se
derramaron 4/3 de cubeta. En un segundo viaje se regresa por dos cubetas mas y como en cada
una de ellas se derrama 1/3, en este viaje se completan los 4/3 de cubeta necesarios para llenar el
tanque. El proceso de razonamiento se basd tanto en representaciones numéricas como en

representaciones graficas (ver figura 5).

deobeatq
7
;I _! / ( i Cu 4 e tg
D e T
¢ Sl o s
L LR 3 S = e
] J »7 - . T | T.:'
= =} | |27 R P
4 L - (._:.I —— ~‘ C;:‘
3 (’ .
Ve itr)
=

Figura 5. Introduccién de supuestos extra-matematicos

8. Estrategia aditiva apoyada en una representacion grdfica. Se representaron cuatro cubetas por
medio de rectdngulos y se dividié cada rectdngulo en tres partes, sombreando dos de ellas para
representar la cantidad de agua que se agrega al estanque en cada viaje (ver figura 6). Se explicé
que en tres viajes se ha derramado una cubeta completa, asi que si realiza un quinto viaje se
transportan 2/3 de cubeta, por lo que hace falta un tercio de cubeta para completar el agua
derramada en los tres primeros viajes, ademas del tercio faltante del cuarto viaje, los cuales se
completan al realizar un sexto viaje. En esta ruta se obtienen aditivamente resultados parciales,
hasta conseguir la cantidad de agua necesaria para llenar el estanque, partiendo de considerar el

agua faltante en cuatro viajes iniciales.

Figura 6. Representacién gréfica de la solucién

Después de que los profesores presentaron sus rutas de solucién, se les mostré la forma en que
un estudiante de quinto ano de primaria resolvié el problema y explicé el procedimiento de
solucién. El estudiante dibujé cuatro rectdngulos y dividié cada uno de ellos en tres partes iguales
(ver figura 7). Se representd la cantidad de agua que se agrega al tanque en cada viaje mediante
un color, y concluydé que los viajes requeridos para llenar el tanque son seis (ya que utilizé seis

colores en el dibujo).
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Figura 7. Conteo como estrategia de solucién

En el reporte escrito la mayoria de profesores considerd que el estudiante de primaria realizd un
uso eficiente de las representaciones durante la soluciéon del problema, ya que el proceso de
razonamiento se basé en el conteo de colores en el dibujo, sin que se hiciera un uso explicito de
la representacién numérica de las fracciones involucradas. Al discutir las soluciones, los
profesores identificaron la estrecha relacién entre diversas ideas matemadticas y sus
representaciones, particularmente la representacién de los procesos involucrados en el problema
y la forma de operar con la informacién, les llevé a identificar que la sumay resta se determinan
mutuamente, al expresar que el agua faltante después de realizar cuatro viajes se podria
encontrar restando el total y lo que se ha acarreado o sumando cierta cantidad a lo que se
acarred en cuatro viajes para completar las cubetas.

Contrastar soluciones permitié identificar las ideas y conceptos relevantes involucrados en cada
ruta y favorecié la identificacién de algunos procesos de pensamiento relevantes, asi como el
desarrollo de una postura critica sobre su propia practica (Simon y Schifter, 1991), al reconocer la
relevancia de las TMs como instrumento didactico que puede favorecer el que los estudiantes
desarrollen flexibilidad de pensamiento (ver figura 8).
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Figura 8. Conexiones entre representacionesy procesos de razonamiento

IV. Conclusiones

Comentario 1. Los profesores identificaron la importancia que hay entre diferentes
representaciones como un medio para activar los recursos de los estudiantes. Ademas, considerar
diferentes rutas puede constituirse en un medio que los ayude a estructurar diferentes
elementos didécticos, entre los que se encuentran los conocimientos que requieren los
estudiantes para abordar una tarea. Los profesores reconocieron también que los recursos
puestos en accién por el resolutor pueden diferir de aquellos identificados en un analisis
preliminar. Por ejemplo, el conocimiento necesario para abordar la tarea del estanque, en una
primera aproximacion, es la divisién de fracciones, o la solucién de una ecuacién de primer grado
(2x/3=4); sin embargo, el problema se puede resolver utilizando suma de fracciones o al dividir
rectdngulos en tercios y contar colores. En este caso, el andlisis de una situacién matematica
promovié entre los profesores la generacién y estructuracion de conocimientos didacticos,
relacionado con la importancia de identificar y explorar rutas potenciales de aprendizaje (Simon'y
Tzur, 2004).

Los profesores sefalaron que el nivel de dificultad de la tarea debe ser acorde con los
conocimientos previos de los estudiantes, identificaron la importancia de las representaciones en
el entendimiento conceptual y mencionaron el valor de hacer visibles los errores que se cometen
al resolver problemas, ya que el anélisis de estos permite establecer conexiones entre ideas y
conceptos (Silver et al,, 2005). Una profesora comenté que no habia dado importancia a la
discusién relacionada con las respuestas erréneas, pero ahora considera que es realmente
importante conocer y analizar las respuestas de todos los estudiantes para entender sus formas
de pensar o razonar (Hiebert et al., 1997), y que incluso las respuestas incorrectas representan
oportunidades para aprender (ver figura 9).

Comentario 2. Explorar una situacién matematica ayudod a los profesores a reflexionar acerca de
la relacién general entre las representaciones y los procesos cognitivos, sin que de forma previa
hayan tenido un acercamiento con marcos tales como el de Duval (2006). Por otra parte, los
profesores reconocieron que escuchar y analizar las diferentes perspectivas y puntos de vista al
resolver problemas es un elemento didactico importante. Es decir, se obtuvo evidencia de que el
desarrollo del conocimiento matematico se encuentra ligado estrechamente con la constitucién
de teorias personales sobre el aprendizaje y la generacién de conocimiento didactico, lo cual es
un aspecto considerado en marcos que analizan cémo aprenden los profesores de matemaéticas
(Simon, 1994).
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Figura 9. Conexiones entre representacionesy el aprendizaje

V. Reflexiones finales

En este trabajo se ejemplificé qué tareas rutinarias pueden convertirse en plataformas que
apoyen la formacién de los docentes de matematicas al considerar diferentes rutas de solucién y
promover la reflexién de las ideas involucradas en la construccién de cada una de esas rutas. El
problema utilizado, a pesar de requerir Unicamente de aritmética elemental en su solucién, tiene
una considerable riqueza conceptual, ya que favorecid la aparicion de diferentes estrategias de
solucién, ademas de la reflexién y la discusién entre los profesores.

Se observé también que en muchas ocasiones la presencia de multiples representaciones no
necesariamente implica un mayor nivel de comprension, ya que éstas en algunos casos no se
utilizaron para apoyar el proceso de razonamiento o se utilizaron de forma que proporcionaban
informacién redundante. Considerar multiples soluciones a un problema permitié ver cémo
algunos contenidos tales como la suma y resta se encuentran conectados. Ademads, se obtuvo
evidencia que la reflexién sobre una situacién matematica puede ser un trampolin para la
generacién de teorias personales sobre el aprendizaje y sobre la practica didactica.
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